Drgania swobodne uktadu o wielu stopniach swobody

W przypadku uktadéw o wielu stopniach swobody rownania mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

macierz mas macierz sztywnosci

N ¢

M-gq+K-q=0
Rozwigzanie powyzszego rownania zaktadamy w postaci harmonicznej

q = qpsin(w ot)

wiec
q = qow ocos(w ot)

4 = —qowgsin(w ot)



Po podstawieniu dostaniemy
(K — w(Z)M) - goSin(w ot) =0
To rownanie ma byc¢ prawdziwe dla dowolnej chwili czasu, wiec
(K—a)(z)M)-q():O
Ten uktad rownan ma rozwigzania niezerowe, gdy spetniony jest warunek

det(K — wgM) = det(K — AM) = 0

Dostaniemy wielomian n-tego stopnia, z ktdrego wyznaczymy ,,n” czestosci drgan wtasnych.



Majac do dyspozycji wyznaczone ,,n” czestosci drgan witasnych,
dla kazdej z wy,; mozemy wyznaczy¢ wektor drgan wtasnych q; .

(K — w§:M) - qo; =0

d,; - Obliczamy z doktadnoscig do statego mnoznika, bowiem kazda wielokrotnos¢
wiasciwego wektora spetnia to rownanie, dlatego najczesciej normuje sie wektor tak,
aby pierwsza sktadowa wektora lub najwieksza przyjeta wartosc 1.

Wektor wtasny odpowiadajgcy odpowiedniej czestosci drgan wtasnych
pokazuje jak uktad bedzie sie zachowywat (drgat) przy danej czestosci drgan wtasnych
(pokaze takze wzgledne wartosci amplitud)



Przyktad obliczeniowy
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mz(:S:]_ + 52) + szz =0

Zapiszmy rownania w postaci macierzowej

al+[o =1
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macierz bezwtadnosci (mas)
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macierz sztywnosci
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—m1m2/12 - <m2k1 + Ekzml + k2m2>ﬂ, + klkz =0
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Rozwigzanie:

_ 3k2m1 + 2k1m2 + Zkzmz i \/—24k1k2m1m2 + (3k2m1 + 2k1m2 + Zkzmz) 2
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w12 = A12

Podstawmy konkretne wartosci parametrow

m,=2 [kg], m,=3 [kg], k;=10000 [N/m], k,=20000 [N/m]
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det(K— M) =0

e ([0 o000 1Lz al) = 2ee (0™ o001 =[5 aa) = dee (257" o000 3al) =

(10000 — 3 1)(20000 — 31) — 600004 = 2 - 108 — 1500001 + 94 = 0

A, =1461.49  wy, = +/A; = 38,23 A, = 15205.2 Woz = +[A, = 123.31

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ wektory drgan wtasnych

(K — w§iM) - qo; =0

[10000—3/11 —20000 ] CI011] lOI

dla Wo1 -3 20000 — 344119012

przyjmujemy Go11 =1



10000 — 3 - 1461.49 —20000 ” 1 ] _ lO]
—3-1461.49 20000 — 3-1461.49119012 0

5555.53  —20000 ” 1 ] _ lO]
—4444.47 15555.531 19012 0

Z pierwszego rownania:

555553 - 20000 g q012 - O :> q012 — 0278
Z drugiego rownania:

Z jednego i z drugiego rownania powinna by¢ ta sama wartosé, btedy wynikaja z przyblizen.

Przyjmujemy: qo11 = 1 qo12 = 0.28



Przyjmujemy:

qo11 =1
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przyjmujemy

q012 - 028
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000335 laoz) = o

Goz1 = 1



10000 — 3 - 15205.2 —20000 ] [ 1 ] _ lO]
—3-15205.2 20000 — 3 - 15205.21 19022 0

~35615.6  —20000 [ 1 ]zlol
~45615.6 —25615.61 [qo22] ~ 10

Z pierwszego rownania:

—35615.6 — 20000 - ggp, = 0 ) o> = —1.78
Z drugiego rownania:

—45615.6 — 25615.6 - doz22 = 0 :> doz22 = —1.78
Z jednego i z drugiego rownania powinna by¢ ta sama wartosé, btedy wynikaja z przyblizen.

Przyjmujemy: Go11 = 1 qo1z = —1.78
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Ruch dowolny uktadu

Dowolny ruch naszego uktadu mozemy zawsze przedstawi¢ jako ztozenie obu drgan wtasnych.

M-gq+K-q=0

det(K — wgM) = det(K — AM) = 0
wo; - Mamy N czestosci drgan wiasnych, wektory wtasne q;
Czyli rozwigzanie przewidujemy postaci:
q(t) = A1qo1 sin(wo1t + @1) + A2qp25in(wy,t + ;)

Predkosc¢ bedzie: .
< =dz q(t) = Aywp1qo1 cos(wo1t + @1) + A2w02G02¢0S(woyt + @)



A1, Ay, @1, @, - amplitudy i fazy wyznacza sie na postawie warunkow poczatkowych:

w0 g = [40

q(0) = q,(0) 42(0)

Czyli:

q(0) = A, [%112] sin(¢1) + A4, [Clolzzl sin(¢@;)

) 1 1
q(0) = A woq [ ]C05(<P1) + A, wg; [ ] cos(g;)
do12 do22

Cztery rédwnania i cztery niewiadome.

Mozna wyznaczy¢ ogdlne rownania, ale bedg dos¢ skompliowane.



Wyznaczymy rownania ruchu dla naszego przyktadu
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Wo1 = \//1_1 = 38,23 qo11 =1 qo12 = 0.28
woz = /A, = 123.31 Qoz1 =1 Qo2z = —1.78
zatézmy warunki poczatkowe; q(0) = l(l)] q(0) = (2)]
czyli: q(0) = [(1)] = A, l0.128] sin(¢@,) + A, [—11.78] sin(g-)

q(0) = [(2)] — 4,38.23 lo.lzsl cos(p,) + A,123.31 [_11.78] cos(@,)



Po rozwigzaniu uktadu czterech rownan dostaniemy cztery rozwigzania,
ktdre w zasadzie dajg doktadnie te same przebiegi czasowe:

A, = 0.865,4, = 0.136,¢, = 1.519, ¢, = 1.555

co po podstawieniu daje:

B 17 1 7.,
a0 q(t) = 0.865 lo.zsl sin(38.23 ¢ + 1519) + 0.136 [_1_78] sin(123.31 t +¢,)




