Mechanika Analityczna

Mirostaw Bocian



Ksigzki

* 1. ,Mechanika ogolna” cz.2. Jerzy Leyko
e 2. ,Mechanika” Skalmierski

e 3. ,Mechanika” cz.2. B. Gabryszewska, A. Pszonka

* 4. ,Zbior zadan z mechaniki: metodyka rozwigzan”, J. Gierkiel, L.
Gtuch, A. topata, Wyd. AGH, dostep elektroniczny

e 5. ,Zbior zadan z mechaniki ogolnej”, J. Giergiel



Pojecie mechanicznego uktadu dynamicznego

o m

n

Ogdlne zagadnienie dynamiki

a) zbior mas m;{r;}

b) wiezy g, (7;, 77, t) = 0

c) sity aktywneF, = F,(7;, 73, t)
d) warunki poczatkowe

Na podstawie tego mamy
wyznaczyc¢ 1;(t)



Wiezy

wszelkiego rodzaju ograniczenia wptywajgce na ruch ciata lub ciat

moga byc¢ to ograniczenia geometryczne lub kinematyczne

rOwnanie opisujgce wiezy mozr)a zapisa¢ w nastepujacy sposob
gv(fir 771" t) =0

jesli wiezy nie zalezg od predkosci to bedziemy je nazywac¢ WIEZAM|

HOLONOMICZNYMI.

gv(fi' t) =0

Od tej chwili tylko takie wiezy nas bedg interesowac.



Liczba stopni swobody |s = 3n — k| n-liczba punktéw materialnych, k- réwnania wiezéw

Przemieszczenia mozliwe i wirtualne (przygotowane)
Uktad skrepowany k < 3n wiezami niezaleznymi postaci

gv(fi) t) =0, v=1,2, ,k

wtedy pochodna po czasie

dgy _ 99 o 09y
dt 0t; dt
j=1
Gdy k = 3n, to uktad catkowicie jest skrepowany i zalezy tylko od

ustalonego ruchu wiezow.
Ale gdy k < 3n, rdwnan jest za mato a rozwigzan o wiele.

=0

Te predkosci, ktore spetniajg rownania wiezow to predkosci mozliwe.



Predkosci moZIiwe1

V2 V5
Ruch po okregu, na %
ptaszczyznie, predkosc va
musi by¢ styczna do toru R

W rzeczywistosci realizuje sie tylko
jeden uktad predkosci mozliwych.
Jaki?

Tego wtasnie szukamy.

vl, v2, v3, v4 to wektory
predkosci mozliwych.
wektor v5 nie wektorem
predkosci mozliwe;j

Jesli ten uktad predkosci mozliwych
pomnozymy przez dt to dostaniemy
ukfad przemieszczen mozliwych



przemieszczenia wirtualne

(-)

pomnozymy przed  dt

n
09y 09y
ar;’ dt =0
L o7 T T
j=1
-y 9
9y _ Iy
ar;"’ dt =0
Zafj Iy
j=1

po odjeciu
dostaniemy

87; - to przemieszczenie wirtualne



Kiedy 07; to to samo co df;

09y
gdy ——=0

jest to prawdziwe jak wiezy nie zalezg od czasu
takie wiezy nazywamy wiezami skleronomicznymi

wiezy nieskleronomiczne (inaczej reonomiczne),
wahadto rozwija sie z bebna,

dtugos¢ wahadta zmienia sie wedtug zadanego
rownania L=L(t)




Wiezy idealne. Ogdlne rownanie dynamiki.
Def. dla m;{;}i=1,2,...,.n wiezy idealne gdy Y-, R;67; =0

Wiezy idealne — reakcja normalna do powierzchni (bez tarcia)!!!l,
powierzchnia idealnie gtadka

Z drugiej zasady dynamiki Newtona

m;r; = F;+R; /- 67 (m;7; — F,)67; = R, 67; /2

/\\ ;\ 9
n ’
(mr; — )61, = z R; 67,

=1

E

Il
[

l



ne rownanie dynamiki

n

Czyli z (m;1; — F,))61;, =0

=1

Ogo

Suma prac sit aktywnych i bezwtadnosciowych na przemieszczeniach
wirtualnych jest rowna O

To jest Ogolne Rownanie Dynamiki lub Zasada d’Alemberta



Najogolniejsza zasada statyKi
(Zasada prac przygotowanych)

Jesli mamy statyke (bezruch) to przyspieszenie i predkosc¢ jest rowna O

n

Czyll z (Fl — mlﬁ)&’l =(

i=1 @

=0
n
_ Na to by pewne (zgodne z wiezami) potozenie uktadu
Stad z Fior; =0 byto jego potozeniem réwnowagi potrzeba i wystarczy
i=1 aby w tym potozeniu suma prac sit aktywnych na

dowolnych przemieszczeniach wirtualnych byta rowna
zero.



przyktad: Znajdz potozenie rownowagi ukfadu.

X
( Dane: F, m-masa preta, a- dtugosc¢ preta
1’ o 0N : . oL .
’ mg Prety potgczone przegubowo, F-sita dziatajgca na boki, ciezar pretow - mg
F 3 mEe F Rozwigzanie: Wprowadzamy promienie wodzgce dla wszystkich punktéw:1,2,3,1°,2,3’.
3 _ a vy a o, a Ty a _
) = (— sma)t (— cosa)] = (——sma)l (— cosa)]
mg mg Z 2 2 2
2’ > ~ a _ 3a o, (a,)_+3a _
=|= — 7 =|—=sina |t —cosa
) (2 Sma> L+ > cosa|] T > > Ji
Y r3 = (asina)t + (acosa)j 7' = (—asina)T + (acosa)j

uktad jest skleronomiczny wigc 87 = dr;

n
F;67; = mgj dr, + mgj dr, + Fidr; + mgj d7, + mgj dr, — Fidrs = 0
i=1
dr; = (% cosada) r— (%SinadCZ)]_ dry = (—%cosada) r— (gsinada)]" dry, = (g cosada) r— (32—a sinada)j

a 3a
dr,’ = (——cosada) r— <7 Sinada>j di; = (acosada)t — (asinada)j dry' = (—acosada)tl — (asinada)j



podstawiamy
n, Fdr = mgjl(% cosada) U — (%Sinada) j] +mgjl(% Cosada) U — (

3a . _
7smada)]] +

_ _ _ _ a _ a B B a _ 3a _
+Fit[(acosada)t — (asinada)j] + mgj [(— > cosada) 1 — (E Sinada)]] + mg [(— > cosada) 1 — <7 Sinada>]]
— Fi[(—acosada)t — (asinada)j] = 0

Przypomnienie: z iloczynu skalarnego
wiemy,zet-t=j-j=1,a1-7=0

Stad mamy: L a 3a
z Fidr; = —mg (E Sinada) —mg (7 Sinada> +
i=1

a 3a
+F (acosada) — mg (— Sinada) —mg (— Sinada> + F(asinada) = (—4mga sina + 2Facosa)da = 0

2 2 i
ma byc¢ prawdziwe dla

—4mga sina + 2Facosa = 0 dowolnego da

Odp.




Wiezy i sity uogolnione

‘ a)  zbiér mas m;{r;}

| b)  wiezy g,(7i,t) = 0

c) s=3n-k liczba stopni swobody - oznaczmy jako N

Wprowadzmy baze wspdtrzednych uogdlnionych (tyle ile
R stopni swobody) q,, q,, ..., Ay

fi — 77i(qll q21 ey qN; t)

Ruch punktu swobodnego w przestrzeni
konfiguracji (we wsp. uogodlnionych) okresla
ruch uktadu.

Jak wyznaczymy q(t), g,(t), ..., gy (t) to
wyznaczymy 71 (t), 72(t),..., 7, (t)



wyznaczanie przemieszczen przygotowanych ze wspotrzednych uogolnionych

. - . T . . iy .
= Z G; +—— pomnozymy przed  dt (4; - predkosc uogdlniona)
— 0q] dt
dF, = N M g+ 4
ri - j:1 aq] q] at
dla dwoch réznych dr; " i dr;”
dr = Nl AL
T Loag " e
J
dF" = Nl da + 27 gt
O T T Lag Y T

po odjeciu 57 = iai(dq _dq) = z an
dostaniemy l = aq; - J aq]



/Zasada prac przygotowanych we wspotrzednych uogolnionych
przyj M Uje pOStaé N-liczba stopni swobody, n-liczba punktéw materialnych

N N n
_ aT; oT;
1= Gutt =manyersune =3 on =SS P <5 S
Qd6q z q,m = ma by¢ rowne = 7 7 aqm qm] 2.5 —O0qm
= or;
2.Fi3g

=1

L i

Q.,, Sita uogdlniona

Ie—

N
05q = Z Q.,6¢., = ma by¢ rowne = z S5qm
m=1

Sita uogolniona praca
6rl ]
m 0qm

Sita uogodlniona nie musi by¢ w Newtonach!!!!



przyktad

Stosujac zasade d’Alemberta oblicz przyspieszenie punktow
materialnych uktadu oraz site w linie

X : n=2 T =x,0+Yy+ 2k, Ty = x,0l +y,] + 2,k
_ 2:.=02,=0 jeden stopien swobody
fl 7”2 yl_ ! , 2_
,m” rownan wiezow x—l—tg P x= 0
m _ N=3n-m=1
: i T v ey, —L=0| Nedwm
Wiezy nie zalezg od czasu
F F, Ogoblne rownanie dynamiki (sklerorlozmcine)
" > (F = midii = (Fy - myi)diy + (F, — myf;)dr, = 0
Dane: mqy, my,L, g, ¢ Y =1

ix Sity aktywne

ST Fl:mlg]_' Fzzng]_,
dtugosc liny



cd.

AExlty), o A=hityg o n=Hitig
=Y > =Y, - 1 =F,]
ﬂ | *dt
dr; = dx;t + dyJ,
dr, = dy,]
(F; — myr)dr; = (mlg]__ mq (%17 + 371]_))(61351“' dyJ) + (ngl__ mz(Yzf))(dYJ) =

n
=1

=myg dy; —myXdx; — myy,dy, + mygdy, — myy,dy, =0

wszystko uzalezniamy od x,

Y1 = X118 ¢ ; ) o N 1 1 B
V1 = %,tg @ yi +Xxq +3’2=\/x1 tgep +x3+y2=x; m*‘)’z:?ﬁcosw*ﬂ’z—L

V1 =Xt ¢ 1
dy; = dx,tg @ y2 =L —x COSP
: 1 1 ) L1
Y2 = —X dyz = —dx1 Vo, = —X

1
COS® COS® L coseg



dx, — my¥X,

—dx; =0
Cos® COS“®

n
z (F; — mry)di; =mygtg @ dx; — my¥;dx; — my¥;tg2 @ dx; — myg
i=1 1 trygonometryczna
1

cos*

dx,(m,g sin @ cos ¢ — my ¥X;c0s? @ —m4 X;sin® @ — m,g cos ¢ — m,x;)=0

to ma by¢ prawdziwe dla dowolnego dx,

. _cos P(mqgsin@p—m;,g)

czyli xl_
mqi+m,
. sin P(m,gsin@p—m,g)
=Xt =
yl 1 g (p m1+m2
Y 1 g(mysin@—my)
Y2 = 7% cos(p_ ) mi+m
1Tms
Sita w linie . my—mqSin@
5 =myg-myy,=m,g(1- )

m-q +m2



