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Dane: m1,m2,L,k x
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m2

m1

L

k
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ҧ𝑟1 = 𝑥1 ҧ𝑖 + 𝑦1 ҧ𝑗 + 𝑧1ത𝑘,      ҧ𝑟2 = 𝑥2 ҧ𝑖 + 𝑦2 ҧ𝑗 + 𝑧2ത𝑘

n=2

więzy

z1=0, z2=0, y1=0, x2=0
𝑥1
2 + 𝑦2

2 = 𝐿2

N=3n-5=1

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑚
= 𝑄𝑚

𝑄𝑚= σ𝑖=1
𝑛 ഥ𝐹𝑖

𝜕 ҧ𝑟𝑖

𝜕𝑞𝑚

ҧ𝑟1 = 𝑠 ҧ𝑖 ሶҧ𝑟1 = ሶ𝑠 ҧ𝑖

ҧ𝑟2 = 𝑦2 ҧ𝑗 = 𝐿2 − 𝑠2 ҧ𝑗 ሶҧ𝑟2 =
−2𝑠 ሶ𝑠

2 𝐿2 − 𝑠2
ҧ𝑗

𝐸𝑘 =
1

2
𝑚1 ሶҧ𝑟1

2
+
1

2
𝑚2 ሶҧ𝑟2

2
=
1

2
𝑚1 ሶ𝑠2 +

1

2
𝑚2

𝑠2 ሶ𝑠2

𝐿2 − 𝑠2

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑠

= 𝑚1 ሶ𝑠 + 𝑚2

𝑠2 ሶ𝑠

𝐿2 − 𝑠2
𝜕𝐸𝑘
𝜕𝑠

=
1

2
𝑚2 ሶ𝑠2

2𝑠(𝐿2−𝑠2) − 𝑠2(−2𝑠)

(𝐿2−𝑠2) 2
= 𝑚2 ሶ𝑠2

𝑠𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2



𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑠

= 𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑚2

𝑑
𝑑𝑡

(𝑠2 ሶ𝑠 )(𝐿2−𝑠2) − (𝑠2 ሶ𝑠 )(−2𝑠 ሶ𝑠)

(𝐿2−𝑠2) 2
= 𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑚2

(2𝑠 ሶ𝑠 2 + 𝑠2 ሷ𝑠 )(𝐿2−𝑠2) + 2𝑠3 ሶ𝑠 2

(𝐿2−𝑠2) 2

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑠

= 𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑚2

𝑠2 ሷ𝑠

(𝐿2−𝑠2)
+ 𝑚2

2𝑠 ሶ𝑠 2𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑠

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑠
= 𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑚2

𝑠2 ሷ𝑠

(𝐿2−𝑠2)
+ 𝑚2 ሶ𝑠 2 2𝑠𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2
−𝑚2 ሶ𝑠2

𝑠𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2
= 𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑚2

𝑠2 ሷ𝑠

(𝐿2−𝑠2)
+ 𝑚2

ሶ𝑠 2𝑠𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2

𝑄 = σ𝑖=1
𝑛 ഥ𝐹𝑖

𝜕 ҧ𝑟𝑖

𝜕𝑠
= ഥത𝐹1

𝜕 ҧ𝑟1

𝜕𝑠
+ ഥത𝐹2

𝜕 ҧ𝑟2

𝜕𝑠
ത𝐹1 = −𝑘𝑠 ҧ𝑖 + 𝑚1𝑔 ҧ𝑗 ത𝐹2 = 𝑚2𝑔 ҧ𝑗

𝜕 ҧ𝑟1

𝜕𝑠
= ҧ𝑖

𝜕 ҧ𝑟2

𝜕𝑠
=

−2𝑠

2 𝐿2 − 𝑠2
ҧ𝑗 =

−𝑠

𝐿2 − 𝑠2
ҧ𝑗

𝑄 = ҧ𝑖 −𝑘𝑠 ҧ𝑖 + 𝑚1𝑔 ҧ𝑗 +
−𝑠

𝐿2 − 𝑠2
ҧ𝑗 ∙ 𝑚2𝑔 ҧ𝑗 = −𝑘𝑠 −

𝑚2𝑔𝑠

𝐿2 − 𝑠2



𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑚2

𝑠2 ሷ𝑠

(𝐿2−𝑠2)
+𝑚2

ሶ𝑠 2𝑠𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2
+ 𝑘𝑠 +

𝑚2𝑔𝑠

𝐿2 − 𝑠2
= 0

Równanie jest nieliniowe i skomplikowane

Pierwsze uproszczenie to: małe drgania 𝑠 ≪ 𝐿 𝐿2 − 𝑠2 = 𝐿2

𝑠2 ሷ𝑠 ሶ𝑠 2𝑠Elementy wyższego rzędu i zakładamy, że są równe zero

𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑠 𝑘 +
𝑚2𝑔

𝐿
= 0

oscylator harmoniczny

ሷ𝑥 + 𝜔𝑤
2 𝑥 = 0

𝜔𝑤 - częstość drgań własnych

𝜔𝑤 = 2π𝑓𝑤

częstotliwość

𝑇 =
1

𝑓𝑤
okres drgań𝜔𝑤 =

𝑘 +
𝑚2𝑔
𝐿

𝑚1



teraz dodajmy jeszcze tłumienie i siły wymuszające

x

y

m2

m1

L

k

c
P1(t)

P2(t)

𝑄 = σ𝑖=1
𝑛 ഥ𝐹𝑖

𝜕 ҧ𝑟𝑖

𝜕𝑠
= ഥത𝐹1

𝜕 ҧ𝑟1

𝜕𝑠
+ ഥത𝐹2

𝜕 ҧ𝑟2

𝜕𝑠

ത𝐹1 = (𝑃1 𝑡 − 𝑘𝑠 − 𝑐 ሶ𝑠) ҧ𝑖 + 𝑚1𝑔 ҧ𝑗 ത𝐹2 = (𝑃2 𝑡 + 𝑚2𝑔) ҧ𝑗

𝑄 = ҧ𝑖 (𝑃1 𝑡 − 𝑘𝑠 − 𝑐 ሶ𝑠) ҧ𝑖 + 𝑚1𝑔 ҧ𝑗 +
−𝑠

𝐿2 − 𝑠2
ҧ𝑗 ∙ 𝑃2 𝑡 + 𝑚2𝑔 ҧ𝑗 = 𝑃1 𝑡 − 𝑘𝑠 − 𝑐 ሶ𝑠 −

𝑠

𝐿2 − 𝑠2
𝑃2 𝑡 + 𝑚2𝑔

𝜕 ҧ𝑟1

𝜕𝑠
= ҧ𝑖

𝜕 ҧ𝑟2

𝜕𝑠
=

−𝑠

𝐿2 − 𝑠2
ҧ𝑗

s



więc równanie będzie miało postać:

𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑘𝑠 + 𝑐 ሶ𝑠 + 𝑚2

𝑠2 ሷ𝑠

(𝐿2−𝑠2)
+ 𝑚2

ሶ𝑠 2𝑠𝐿2

(𝐿2−𝑠2) 2
+

𝑚2𝑔𝑠

𝐿2 − 𝑠2
= 𝑃1 𝑡 −

𝑃2 𝑡 𝑠

𝐿2 − 𝑠2

małe drgania 𝑠 ≪ 𝐿 𝐿2 − 𝑠2 = 𝐿2

𝑠2 ሷ𝑠 ሶ𝑠 2𝑠Elementy wyższego rzędu i zakładamy, że są równe zero

𝑚1 ሷ𝑠 + 𝑘𝑠 + 𝑐 ሶ𝑠 +
𝑚2𝑔𝑠

𝐿
= 𝑃1 𝑡 −

𝑃2 𝑡 𝑠

𝐿



Równanie Lagrange’a w polu sił potencjalnych 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑚
= 𝑄𝑚

mi

ri q

Ogólne zagadnienie dynamiki

ത𝐹𝑖

x

y

z

ത𝑄

q1

q2

qN

U(x,y,z)

Pewne pole skalarne
U=U(x,y,z)

ത𝐹𝑖 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = −
𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑖
ҧ𝑖 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦𝑖
ҧ𝑗 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧𝑖
ത𝑘



we współrzędnych uogólnionych 𝑄𝑙 = −
𝜕𝜋

𝜕𝑞𝑙
gdzie 𝜋 = 𝐸𝑝 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑁

𝜕𝐸𝑝
𝜕 ሶ𝑞𝑙

= 0
Wtedy, jeśli siły są tylko siłami potencjalnymi to:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑚
= −

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑞𝑚

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕𝐸𝑝
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑚
−
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑚

= 0
𝐸𝑘 − 𝐸𝑝 = 𝐿

Funkcja Lagrange’a

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑚
−
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑚

= 0

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑚
−

𝜕 𝐿

𝜕𝑞𝑚
= 0
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𝐸𝑝 =
𝑘𝑠2

2
+ 𝑚2𝑔ℎ

h

ℎ = 𝑎 − 𝑎2 − 𝑠2

𝑄 = −
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑠

= −𝑠𝑘 −𝑚2𝑔 −
(−2𝑠)

2 𝑎2 − 𝑠2

𝐿 = 𝐸𝑘 − 𝐸𝑝 =
1

2
𝑚1 ሶ𝑠2 +

1

2
𝑚2

𝑠2 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2
−
𝑘𝑠2

2
−𝑚2𝑔 𝑎 − 𝑎2 − 𝑠2
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Z uwzględnieniem masy pręta
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c
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ҧ𝑟𝑐 =
𝑠

2
ҧ𝑖 +

ℎ

2
ҧ𝑗 ℎ = 𝑎2 − 𝑠2

ҧ𝑟𝑐 =
1

2
𝑠 ҧ𝑖 + 𝑎2 − 𝑠2 ҧ𝑗

ሶҧ𝑟𝑐 =
1

2
ሶ𝑠 ҧ𝑖 +

−𝑠 ሶ𝑠

𝑎2 − 𝑠2
ҧ𝑗 = ҧ𝑣𝑐

ሶҧ𝑟𝑐
2 =

1

4
ሶ𝑠2 +

𝑠2 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2
𝐸𝑘3 =

𝑚3 ሶҧ𝑟𝑐
2

2
+
𝐼𝑐 𝜔 2

2

𝐼𝑐 =
𝑚3𝑎

2

12
ሶҧ𝑟𝑐 = 𝜔

𝑎

2
= 𝑣𝑐 𝜔 =

1

𝑎
ሶ𝑠2 +

𝑠2 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2



𝐸𝑘3 =
1

2
𝑚3

1

4
ሶ𝑠2 +

𝑠2 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2
+
1

2

𝑚3𝑎
2

12

1

𝑎2
ሶ𝑠2 +

𝑠2 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2
=
𝑚3

6
ሶ𝑠2 +

𝑠2 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2

𝜕𝐸𝑘3
𝜕 ሶ𝑠

=
𝑚3

6
2 ሶ𝑠 +

2𝑠2 ሶ𝑠

𝑎2 − 𝑠2
=
𝑚3

3
ሶ𝑠 +

𝑠2 ሶ𝑠

𝑎2 − 𝑠2

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘3
𝜕 ሶ𝑠

=
𝑚3

3
ሷ𝑠 +

(2𝑠 ሶ𝑠2 + 𝑠2 ሷ𝑠)(𝑎2−𝑠2) + 2𝑠3 ሶ𝑠 2

(𝑎2−𝑠2) 2
=
𝑚3

3
ሷ𝑠 +

2𝑠 ሶ𝑠2𝑎2 + 𝑠2 ሷ𝑠𝑎2 − 2𝑠3 ሶ𝑠2 − 𝑠4 ሷ𝑠 + 2𝑠3 ሶ𝑠 2

(𝑎2−𝑠2) 2

𝜕𝐸𝑘3
𝜕𝑠

=
𝑚3

6

2𝑠 ሶ𝑠2 𝑎2 − 𝑠2 + 𝑠2 ሶ𝑠22𝑠

𝑎2 − 𝑠2 2 =
𝑚3

3

𝑠 ሶ𝑠2𝑎2 − 𝑠3 ሶ𝑠2 + 𝑠3 ሶ𝑠2

𝑎2 − 𝑠2 2 =
𝑚3

3

𝑠 ሶ𝑠2𝑎2

𝑎2 − 𝑠2 2

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘3
𝜕 ሶ𝑠

−
𝜕𝐸𝑘3
𝜕𝑠

=
𝑚3

3
ሷ𝑠 +

2𝑠 ሶ𝑠2𝑎2 + 𝑠2 ሷ𝑠𝑎2 − 𝑠4 ሷ𝑠

(𝑎2−𝑠2) 2
−

𝑠 ሶ𝑠2𝑎2

𝑎2 − 𝑠2 2 =
𝑚3

3
ሷ𝑠 +

𝑠 ሶ𝑠2𝑎2 + 𝑠2 ሷ𝑠𝑎2 − 𝑠4 ሷ𝑠

(𝑎2−𝑠2) 2

𝐸𝑝3 = 𝑚3𝑔 −
ℎ

2
= −

1

2
𝑚3𝑔 𝑎2 − 𝑠2 𝑄3 = −

𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑠

=
1

2
𝑚3𝑔

−2𝑠

2 𝑎2 − 𝑠2
= −

1

2
𝑚3𝑔

𝑠

𝑎2 − 𝑠2


