
Równanie Lagrange’a II rodzaju

Przypomnijmy co to jest siła uogólniona: 𝑄𝑙= σ𝑖=1
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Wychodzimy z ogólnego równania dynamiki
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N – liczba stopni swobody
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Sprawdźmy to od drugiej strony
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Podobnie jak ostatnio
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(𝐵𝑚 + 𝑄𝑚)𝑑𝑞𝑚 = 0 Musi być prawdziwe dla dowolnego dqm

𝐵𝑚 + 𝑄𝑚 = 0 −𝐵𝑚= 𝑄𝑚

Równanie Lagrange’a II rodzaju:
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑚

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑚
= 𝑄𝑚 (m=1,2,…,N)



Równanie Lagrange’a II rodzaju

różne formy równania:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝑞𝑙

−
𝜕𝐸𝑘
𝜕𝑞𝑙

= 𝑄𝑙najogólniejsza gdzie

𝐸𝑘- energia kinetyczna układu

𝑞𝑙- wsp. uogólniona

ሶ𝑞𝑙- prędkość uogólniona

𝑄𝑙= σ𝑖=1
𝑛 ഥ𝐹𝑖

𝜕 ҧ𝑟𝑖

𝜕𝑞𝑙
siła uogólniona

jeśli są siły potencjalne można wyciągnąć je z prawej strony i dać po lewej jako energię potencjalną
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= 𝑄𝑙 𝑄𝑙 - wtedy tutaj tylko siły niepotencjalne

jeśli nie ma sił niepotencjalnych (dyssypacyjnych, rozpraszających energie) wtedy: 
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= 0



Równanie Lagrange’a II rodzaju

𝐿 = 𝐸𝑘 − 𝐸𝑝funkcja Lagrange’a

wiedząc, że 𝐸𝑝 zależy tylko od położenia to  
𝜕𝐸𝑝
𝜕 ሶ𝑞𝑙

= 0 więc możemy zapisać
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−
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czyli

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿
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𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑙
= 𝑄𝑙

gdzie 𝐿 = 𝐸𝑘 − 𝐸𝑝

𝑙 = 1,… , 𝑁 liczba wsp. uogólnionych



Wahadło matematyczne
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ҧ𝑣

𝐿(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜑)

𝐸𝑘 =
𝑚𝑣2

2
𝑣 = ሶ𝜑𝐿
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𝑚𝑣2

2
=
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𝑚𝐿2 ሶ𝜑2

dla 𝜑 = 0 𝐸𝑝 = 0

𝐸𝑝 = 𝑚𝑔𝐿(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜑)

brak rozpraszania energii, siły tylko potencjalne:
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= 0

obieramy wsp. uogólnioną 𝑞 = 𝜑

Układ ma jeden stopień swobody


