
m1

I0

R,r

f2

f2

Z zasady prac przygotowanych wyznaczyć 
przyspieszenie

𝜑

𝛿s2

𝛿s1
𝛿α

(𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑 −𝑚2𝑔𝑓2𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝑚2𝑎2)𝛿𝑠2+(0 − ε𝐼0)𝛿α +
+(−𝑚1𝑔𝑓1 −𝑚1𝑎1)𝛿𝑠1 = 0

a2

a1

ε

𝛿αR=𝛿𝑠2 𝛿αr=𝛿𝑠1

𝑎2 = εR 𝑎1 = εr



wszystko uzależniamy od przyspieszenia kątowego

(𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑 −𝑚2𝑔𝑓2𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝑚2εR)𝛿αR+(0 − ε𝐼0)𝛿α + (−𝑚1𝑔𝑓1 −𝑚1εr)𝛿αr = 0

𝛿α wyciąmy przed nawias

((𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑 −𝑚2𝑔𝑓2𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝑚2εR)R+(0 − ε𝐼0) + −𝑚1𝑔𝑓1 −𝑚1εr r)𝛿α = 0

ma być prawdziwe dla dowolnego 𝛿α

𝑅𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑅𝑚2𝑔𝑓2𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑅2𝑚2ε − ε𝐼0 − 𝑟𝑚1𝑔𝑓1 −𝑚1ε𝑟2r = 0

ε 𝑅2𝑚2 + 𝐼0 +𝑚1𝑟
2 = 𝑅𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑅𝑚2𝑔𝑓2𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑟𝑚1𝑔𝑓1

ε =
𝑅𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑅𝑚2𝑔𝑓2𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑟𝑚1𝑔𝑓1

𝑅2𝑚2 + 𝐼0 +𝑚1𝑟
2



m1

R,r
f2

𝛿s1

𝛿α

a1

ε 𝜑

I0

(𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑅 − 𝐼𝑘휀)𝛿α + (−𝑚1𝑔𝑓1 −𝑚1𝑎1)𝛿𝑠1 = 0

m2

𝛿α R + r = 𝛿s1

𝐼𝑘=I0+𝑚2R
2

휀 𝑅 + 𝑟 = 𝑎1
𝛿α(𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑅 − 𝐼𝑘휀 − 𝑚1𝑔𝑓1(𝑅 + 𝑟) −𝑚1휀 𝑅 + 𝑟 2) = 0

(𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑅 − 𝐼𝑘휀)𝛿α + (−𝑚1𝑔𝑓1 −𝑚1휀 𝑅 + 𝑟 )𝛿α R + r = 0

휀 =
𝑚2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑅 −𝑚1𝑔𝑓1(𝑅 + 𝑟)

𝑚1 𝑅 + 𝑟 2+ I0 +𝑚2 R
2



m1

m2

a

a a

k

𝜑1

g

𝐸𝑝 = 𝑚1g a cos𝜑1+0.5𝑚2g a cos𝜑2+0.5k((𝜑1-𝜑2)a)
2+0.5k(2𝜑1a)

2𝜑2

𝐸𝑘 =
𝑚1(2𝑎)

2( ሶ𝜑1)
2

2 ∙ 3
+
𝑚2𝑎

2( ሶ𝜑2)
2

2 ∙ 3

𝐸𝑘 =
𝐼𝜔2

2

układ o dwóch stopniach

środek ciężkości

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝜑1

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝜑1
+
𝜕 𝐸𝑝

𝜕𝜑1
= 0

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝜑2

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝜑2
+
𝜕 𝐸𝑝

𝜕𝜑2
= 0

k



𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝜑1

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝜑1
+
𝜕 𝐸𝑝

𝜕𝜑1
= 0

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝜑1

=
𝑑

𝑑𝑡

𝑚1(2𝑎)
2 ሶ𝜑1

3
=
𝑚1(2𝑎)

2 ሷ𝜑1

3

𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝜑1
= 0

𝜕 𝐸𝑝

𝜕𝜑1
= −𝑚1g a sin𝜑1+k𝑎

2 (𝜑1-𝜑2)+4k𝑎
2𝜑1

𝑚1(2𝑎)
2 ሷ𝜑1

3
−𝑚1 g a sin𝜑1+k𝑎

2 (𝜑1−𝜑2)+4k𝑎
2𝜑1=0



𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝜑2

−
𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝜑2
+
𝜕 𝐸𝑝

𝜕𝜑2
= 0

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐸𝑘
𝜕 ሶ𝜑2

=
𝑑

𝑑𝑡

𝑚2𝑎
2 ሶ𝜑2

3
=
𝑚2𝑎

2 ሷ𝜑2

3

𝜕 𝐸𝑘

𝜕𝜑2
= 0

𝜕 𝐸𝑝

𝜕𝜑2
= −0.5𝑚2g a sin𝜑2− k 𝑎2(𝜑1− 𝜑2)

𝑚2𝑎
2 ሷ𝜑2

3
− 0.5𝑚2g a sin𝜑2− k 𝑎2(𝜑1− 𝜑2)=0



𝑚1(2𝑎)
2 ሷ𝜑1

3
−𝑚1 g a 𝜑1+k𝑎

2 (𝜑1−𝜑2)+4k𝑎
2𝜑1=0

𝑚2𝑎
2 ሷ𝜑2

3
− 0.5𝑚2g a 𝜑2− k 𝑎2(𝜑1− 𝜑2)=0

dla małych drgań sin𝜑=𝜑

𝑚1(2𝑎)
2

3
0

0
𝑚2𝑎

2

3

ሷ𝜑1

ሷ𝜑2
+

−𝑚1g a +5k𝑎2 −k𝑎2

−k𝑎2 −0.5𝑚2g a + k 𝑎2
𝜑1

𝜑2
= 0

𝑚2𝑎
2 ሷ𝜑2

3
− 0.5𝑚2g a sin𝜑2− k 𝑎2(𝜑1− 𝜑2)=0

𝑚1(2𝑎)
2 ሷ𝜑1

3
−𝑚1 g a sin𝜑1+k𝑎

2 (𝜑1−𝜑2)+4k𝑎
2𝜑1=0



𝑑𝑒𝑡
196.1 − 𝜆 ∙ 0.1 −40

−40 39 − 𝜆 ∙ 0.01
= 0

dane: 𝑚1 = 2𝑘𝑔,𝑚2= 1, 𝑘𝑔 𝑘 = 1000
𝑁

𝑚
, 𝒂 = 0.2𝑚

𝑑𝑒𝑡
−𝑚1g a +5k𝑎2 − 𝜆

𝑚1(2𝑎)
2

3
−k𝑎2

−k𝑎2 −0.5𝑚2g a + k 𝑎2 − 𝜆
𝑚2𝑎

2

3

= 0

𝒅𝒆𝒕 𝑲 − 𝜔𝟎
𝟐𝑴 = 𝒅𝒆𝒕 𝑲 − 𝜆𝑴 = 0

𝜆20.001 − 𝜆∙5.9+6048 = 0

𝜔1 = 36.34, 𝜔2 = 67.7𝜔 = 𝜆



196.1 − 𝜆 ∙ 0.1 −40
−40 39 − 𝜆 ∙ 0.01

𝑞011
𝑞012

=
0
0

dla 𝜔1

64 −40
−40 25.8

𝑞011
𝑞012

=
0
0

𝑞011 = 1 𝑞012 = 1.6Dla wynosi

196.1 − 𝜆 ∙ 0.1 −40
−40 39 − 𝜆 ∙ 0.01

𝑞021
𝑞022

=
0
0dla 𝜔2

−262,2 −40
−40 −6.8

𝑞021
𝑞022

=
0
0

𝑞021 = 1 𝑞022 = −6.2Dla wynosi

𝜑1=1

𝜑2=1.6

𝜑1=1

𝜑2=-6.2


