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s, 1S, to dla nas wydtuzenie sprezyny
rownanie na m, z |l zasady dynamiki Newtona:
rownanie na m, z Il zasady dynamiki Newtona:

ruch obrotowy I, =S R

m4R?

m1R2.§_1:S.R

Przyktad dynamiki ruchu ptaskiego Napisac¢ réwnania ruchu.

Dane: m;,m,,k;,k,,L;,L,

X minus bo po rozciggnieciu sprezyny o s,
sifa w sprezynie ciggnie klocek w przeciwng strone

Sita miedzy krgzkiem
a podstawg, powodujaca,

m,(§; +§,) = —k,s, @ ze krazek toczy sie bez poslizgu
m1§1 = —k1$1 + szz - S

.51
=7

R

my S,

2

m2(§1 + Sz) + szz =0

m1.§1 + k1$1 - szz - 0



Przyktad dynamiki ruchu ptaskiego —inna metoda, rownan energii

2 M2 Dane: m;,m,,k;,k,,L,,L,
7
/ A _ [ ) 3
L, s L,
1 r
Jesli w uktadzie nie ma strat energii mechanicznej to suma
energii potencjalnej i kinetycznej jest stafa.
Ey + E, = const.
2, 2 2 2
myS Lw kis
dla m, Ekl = 12 1 + 12 1 E'p1 = 121
m- (s +S 2 szZZ
dla m, E, = 2( 12 2) Epy =5



) 2 Coy a2 2 2
mySy  lLowi my($1+S$,) kisi  kys3

+ + = const.
2 2 2 2 2
mqR? .
IO = > ‘ [ R - (,()1 = Sl
I,w3 _ m,$7
2 4
mi$¢  mySt mu($1+8,) % kisi  koss — const

2 4+ 2 +2+2

3m, $2 N M, ($1+5,) 2 N kis? k,s2
4 2 2 2

= const.



Ey + E, = const. /-%
Wtedy

d
E(ER-I_EP) =0

d (3m,$? m,($,+5,)2% kis? k,s?
151 | 2(81+57) st kaSa) _
dt 4 2 2 2
3m125.'1 d m22(5.'1 + Sz) d k1281 d k2252 d
el : : : : : —0
4 gt T 2 dt(81+52)+ 2 @t T @™
3m,$,

2 y §1 + m2($1+$2) . (Sl +Sz) + k]_Sl y Sl + szz y Sz - O



porzadkujemy rownania ze wzgledu na $; i s, — uktad jest o dwdch stopniach swobody

3
5.'1 <§m1§1 + m2§1 + m2§2 + k1$1> + Sz(ngl + m2§2 + kZSZ) =0

Réwnanie ma by¢ prawdziwe bez wzgledu jakie wartosci beda miaty predkosci s, i $,.

3
§m1§1 + m2§1 + m2§2 + k1$1 =0
m2§1 + m2§2 + kZSZ =0
my (51 + 52) + kps, =0 3 .
; . —mqS1 A lel =0
Poprzednio byto: 3 2
—m1§1 + k151 - szz =0 kZSZ =0

: %
gdy z drugiego réwnania weZmiemy m,S; + m,S, podstawimy —k,s, do
pierwszego rownania to dostaniemy to samo!!!



Rownanie Lagrange’a Il rodzaju

. . . Sy arl
Przypomnijmy co to jest sita uogdlniona: Q= [Zl 1 Fi o0 ]

Wychodzimy z ogdlnego rownania dynamiki

n

Z (—m¥ri+F)87; =0

=1

n
— —m;1;)67; = ) F;67;
sita bezwtadnosci Z ( l l) l z L=l

N — liczba stopni swobody







SprawdZzmy to od drugiej strony

<afi
0qm
.o, d
'aqm dt

=1
d(v?) = 2vdv
1
Ed(vz) = vdv




Zaktadamy, ze

or,  or,

0¢m 90dm

n .
. oF
(._ T ac‘zm>
1=1

Podobnie jak ostatnio
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n
1 .,
Ez m;(1;)° = Ey
i=1
. _i .07\ 0E, d[0E,
L L P P TA
N N
- z Bmde = z deQm
m=1 m=1

z (Bm +Qm)dgm =0 Musi by¢ prawdziwe dla dowolnego dgq,,

m=1

Bp +Qm =0 j> —Bpn= Qpn

0 E
Rownanie Lagrange’a |l rodzaju: % aE{k — k = Q,, (m=1,2,...,N)
dt \ 0q,, 2q.,




L(1 — cosp) 1

Wahadto matematyczne

E, = = (
k 2 v (pL
mv? 1
E, = = —mlL2p?
k 5 Zm @

da ¢=0 E,=0

E, =mgL(1 — cosg)

brak rozpraszania energii, sity tylko potencjalne:

d <6Ek> 0y , 9y _
dt\ dq, dq; 0dq

obieramy wsp. uogdlniong g = ¢

Uktad ma jeden stopient swobody



0
0 .
= — (mgL(1 — cosp))=mgLsing
0 50 9 (MIL(L — cosp))=mglsi

= mL?*$ + mgLsing = 0

d <6Ek> d0E}, N 6Ep
dq; 9dq

¢+%Sin<p =0

Rownanie ruchu dla wahadta matematycznego

dla matych drgan  sing = @ I:> @ + %(p =0

Wy = [+

L

oscylator harmoniczny
.o 2 _
X+ wpx =0

Wy, - czestosc drgan wtasnych

Wy = 2Tfy, ~
czestotliwosé
T = — okres drgan
w




gdybysmy skorzystali z takiego rownania
d (0E} 0E} B
dt\ 0¢ dp

Lewa strona juz policzylismy poprzednio, wiec zostata na prawa strona

Q= [Zl 1 Fi arl ] l=1,n=1 jedna wspotrzedna uogodlniona
oar jeden punkt materialny

Q=F; % =mgj g—(p (Lsinptl + Lcos@j) = mgj - (Lcosptl — Lsingj) = —Lmgsing

po przeniesieniu na lewg strone zmienimy znak i dostaniemy doktadnie to samo.



Zadanie: Réwnanie Lagrange’a Il rodzaju

2 M2 Dane: m;,m,,k;,k,,L,,L,
J
4 TS 7777/
A/ 1 X
L, . L, X d 0Ek - a Ek _ Q
. _ m
dt \ 0qm, 0qm
m,$¥  lyw?
dla m, Eyi = 121+ 021 1 = 51 [Z —
Om= F;
aqm ]
o o 2
dla m, Ey = Ma(S1+52) d2 = S m1R2

Y 2T

ILw? mys?

2 4

_7””15;"12 lyw? m2($‘1+$2)2_3m1512 m,($1+3,) 2
b=t 1 2 ~ T4 2




7:1 == (l1+51)i 772 - (l1+Sl + lz + Sz) U

Fl = (_Slkl —+ Szkz)i FZ = _Szkzz

Uktad ma dwa stopnie swobody wiec m=1,2

m=1
— or — Or- _
1= [Z laS ] F1 & + F azz = (—=S1ky + s2k)U- T — Skt 1= —51ky
P 3m, $7 4 Mo (814$;) 2
d (0E, B d 4 2 B d 3m1$1+ -
dt\ 93, )~ dt 3%, =a\ Tz tme(Sits)

+ m2(51+52) — O

d (0Ex \ 3my$; . d Ey
2 0S4



Czyli pierwsze réwnanie bedzie miato postac

3m; S, .
2 + m2(51+52) + Slkl —_ 0
m=2 Q2 = F1a—52 + an_Sz = —Sk,T-T= —5,k;
9 3m_1s'12+m2($1+$‘2) °
dt\ 05, | dt 03, BT Mz (51+5;)) = My (81+5,)
d Ey
a — 0 m2(51+52) + Szk2=0
S2
3m4S;

2 + m2(51+52) + Slkl — 0

m2(51+52) + Szkz — O




